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FIBRE´ DE TANGO PONDE´RE´ GE´NE´RALISE´
DE RANG N − 1 SUR L’ESPACE PN
MOHAMED BAHTITI
Re´sume´. Nous e´tudions dans cet article une nouvelle famille de fibre´s vectoriels alge´briques
stables de rang n − 1 sur l’espace projectif complexe Pn dont les fibre´s de Tango ponde´re´s
de Cascini [4] font partie. Nous montrons que cette famille est invariante par rapport aux
de´formations miniversales.
ABSTRACT. We study in this paper a new family of stable algebraic vector bundles of rank
n− 1 on the complex projective space Pn whose weighted Tango bundles of Cascini [4] belongs
to. We show that these bundles are invariant under a miniversal deformation.
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1. Introduction
Les fibre´s vectoriels alge´briques non-de´composables connus de rang n− 1 sur l’espace projectif
complexe Pn pour n ≥ 6 sont rares. Les familles de fibre´s vectoriels connues sont seulement la
famille de fibre´s instantons de rang n−1 pour n impair [22] et celle de fibre´s de Tango ponde´re´s
de rang n− 1 [4].
La famille de fibre´s de Tango pre´sente un sujet inte´ressant dans la ge´ome´trie alge´brique. Cette
famille de fibre´s a e´te´ construite sur Pn par Tango [23]. Horrocks [12] a introduit une technique
de construction de nouveau fibre´ a` partir d’un ancien fibre´ muni d’une action de C∗. Cette
technique a e´te´ appele´e l’image inverse ge´ne´ralise´e qui a e´te´ e´tudie´e attentivement par Ancona
et Ottaviani [1]. En utilisant cette technique Cascini [4] a ge´ne´ralise´ le fibre´ de Tango, qui est
SL(2)-invariant, a` un fibre´ de Tango ponde´re´.
Dans cet article nous nous inte´ressons en particulier a` la ge´ne´ralisation du fibre´ de Tango qui
est C∗-invariant. Plus pre´cise´ment, soient i, n, α, γ ∈ N et β ∈ Z tels que n > 2, γ > 0, α ≥ β,
α + β ≥ 0 et γ + nα + i(β − α) > 0 pour 0 ≤ i ≤ n. Soient Q le fibre´ de quotient et F (W )
le fibre´ de Tango sur P(Sn U) pour un W ∈ W , et D comme dans le the´ore`me 3.4. Alors le
fibre´ Q (resp. F (W )) a une image inverse´e ge´ne´ralise´e Qγ,α,β (resp. Fγ,α,β) de´finie par la suite
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exacte suivante
0 −→ OPn(−γ) −→
n⊕
i=0
OPn(nα + i(β − α)) −→ Qγ,α,β −→ 0
(resp. 0 −→ Qγ,α,β(−γ) −→
2n−1⊕
k=1
OPn(2nα+ k(β − α)) −→ Fγ,α,β(γ) −→ 0),
ou` Fγ,α,β(γ) := Fγ,α,β(−2γ), Qγ,α,β := Qγ,α,β(−γ). On appelle le fibre´ Qγ,α,β le fibre´ de quotient
ponde´re´ par les poids γ, α, β, provenant d’une image inverse ge´ne´ralise´e sur Pn. On appelle
le fibre´ Fγ,α,β le fibre´ de Tango ponde´re´ par les poids γ, α, β, provenant d’une image inverse
ge´ne´ralise´e sur Pn. En particulier le fibre´ Fγ,α,−α ponde´re´ par les poids γ, α,−α est le fibre´
ponde´re´ par les poids γ, α de Cascini [4].
Le fibre´ Fγ,α,β sur P
n ve´rifie les conditions suivantes (the´ore`me 4.1)
1- Si on a γ > 2nα+ (β − α), alors Fγ,α,β est stable.
2- Soit γ > nα. Si Fγ,α,β est stable, alors on a γ > 2nα + (β − α).
Les de´formations miniversales d’un tel fibre´ Fγ,α,β sont encore des fibre´s de Tango ponde´re´s par
les poids γ, α, β sur Pn et l’espace de Kuranishi du fibre´ Fγ,α,β est lisse au point correspondant
de Fγ,α,β (the´ore`me 4.9).
Je tiens a` exprimer ma gratitude au directeur de ma the`se M. J-M. Dre´zet et au professeur
G. Ottaviani pour nos discussions utiles. Je remercie e´galement toutes les personnes qui ont
contribue´ a` m’aider a` re´aliser mes travaux. Cet article fait partie de ma the`se.
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2. Pre´liminaires
2.1. Remarque. Si D est un espace vectoriel de dimension 1 et q un entier, on note
Dq =
 D ⊗D ⊗ . . .⊗D ⊗D (q fois) : q > 0C : q = 0
D∗ ⊗D∗ ⊗ . . .⊗D∗ ⊗D∗ (-q fois) : q < 0.
et
SqD =
 S
qD : q > 0
C : q = 0
S−qD∗ : q < 0.
Meˆme chose pour un fibre´ vectoriel sur une varie´te´ X . On a donc, pour tout entier q et
x = C.v ∈ P n = P (V ),
(OP(V )(q))x = x
−q = (C.v)−q.
On peut dire que v∗ := v−1 est le vecteur dual de v. On peut donc de´finir v−q ∈ (C.v)−q ⊂ S−q V
pour tout entier q.
2.2. De´finition de l’image inverse´e ge´ne´ralise´e d’un fibre´ (transformation de
Horrocks [12]). Soient V un espace vectoriel complexe de dimension n + 1 et Pn = P(V )
l’espace projectif complexe associe´ dont les points sont les droites de V . Soient
η : V \ {0} −→ P(V )
la projection, et T une C∗-action triviale (la multiplication usuelle) sur V \ {0}
T : C∗ × V \ {0} −→ V \ {0}
(t, v) 7−→ t.v = tv.
L’action T induit une action triviale de C∗ sur P(V ) telle que η est C∗-e´quivariant et que
P(V ) ≃ (V \ {0})upslopeC∗.
Soit FV(P(V )) la cate´gorie de fibre´s vectoriels sur P(V ). Soit FV(V \ {0}, T ) la cate´gorie de
fibre´s vectoriels sur V \ {0} qui sont C∗-invariants au-dessus de l’action de T sur V \ {0}, ses
morphismes e´tant des morphismes C∗-e´quivariants des fibre´s (les morphismes e´tant compatibles
avec l’action T ). Pour tout fibre´ E ∈ FV(P(V )), pour tout t ∈ C∗ et v ∈ V \ {0}, on a
(η∗E)v = Eη(v) ≃ Et.η(v) = Eη(T (t).v) = (η
∗E)T (t).v.
Donc on obtient un foncteur de cate´gories
FV(P(V ))
η∗(•)
−→ FV(V \ {0}, T )
E 7−→ η∗E.
Par conse´quent, pour tout fibre´ F ∈ FV(V \ {0}, T ), il existe un fibre´ E ∈ FV(P(V )) tel que
l’on ait un C∗-isomorphisme F ≃ η∗E. Par exemple, pour tout entier q et pour tout v ∈ V \{0},
on a un isomorphisme canonique
C
≃
−→ η∗(OP(V )(q))v
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t 7−→ t.v−q.
Cela de´finit un isomorphisme
OV \{0}
≃
−→ η∗(OP(V )(q)).
Le fibre´ η∗(OP(V )(q)) a une action canonique de C
∗ compatible avec l’action de ce groupe sur
V \ {0}. Compte tenu de l’isomorphisme pre´ce´dent, c’est une action de C∗ sur OV \{0}. Cette
action est la suivante
C∗ ×OV \{0} = C
∗ × (V \ {0} × C) −→ V \ {0} × C
(t, (u, a)) 7−→ (tu, tqa)
Autrement dit, cette action est la multiplication de l’action triviale de C∗ sur OV \{0} par
le caracte`re tq. Donc η∗(OP(V )(q)) est le fibre´ trivial sur V \ {0} muni de l’action pre´ce´dente.
Cette correspondance est compatible avec les ope´rations habituelles sur les fibre´s. Par exemple,
si on conside`re que F (resp. F ∗) est C∗-invariant au-dessus de l’action T (resp. C∗-invariant
au-dessus de l’action T̂ qui est l’action duale de T ), alors on a η∗(E∗) = F ∗. Meˆme chose pour
les produits tensoriels (resp. exte´rieurs, syme´triques), la somme directe, Hom(, ) et une suite
exacte (resp. une monade) de fibre´s vectoriels de trois termes.
Soient g0, g1, . . . , gn des polynoˆmes homoge`nes de degre´s d0 ≥ d1 ≥ . . . ≥ dn respectivement
sans ze´ro commun sur P(V2). On a l’application surjective
ω := (g0, g1, . . . , gn) : V1 \ {0} −→ V2 \ {0}
v 7−→ (g0(v), g1(v), . . . , gn(v))
ou` V1 = C
n+1 et V2 est un C-espace vectoriel de dimension n + 1. Soit ηi : Vi \ {0} −→ P(Vi)
la projection pour i = 1, 2. On conside`re l’action de C∗ sur V2
σ : C∗ −→ GL(V2)
t 7−→ σ(t)
ou`
σ(t) =

td0
td1 0. . .
0 t
dn−1
tdn
 ,
et on conside`re une C∗-action T qui est la multiplication usuelle sur V1 \ {0}
T : C∗ × V1 \ {0} −→ V1 \ {0}
(t, v) 7−→ T (t, v) = t.v
de telle sorte que ηi est un C
∗-morphisme. Alors ω est une C∗-application par rapport a` ces
deux actions. L’action σ induit une action σ ∈ PGL(V2) de C
∗ sur P(V2) et l’action T induit
une action triviale de C∗ sur P(V1). On obtient donc le C
∗-diagramme suivant
V1 \ {0}
ω //
η1

V2 \ {0}
η2

Pn = P(V1) P
n = P(V2)
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Soit F un fibre´ vectoriel sur P(V2) qui est C
∗-invariant au-dessus de l’action σ. Donc η∗2F est
C∗-invariant au-dessus de l’action σ. Alors ω∗η∗2F est C
∗-invariant au-dessus de l’action usuelle
de C∗ sur V1 \ {0}. Autrement dit, pour tout v ∈ V1 \ {0} et t ∈ C
∗, on a
(ω∗η∗2F )v = Fη2(ω(v)) ≃ Fσ(t).η2(ω(v)) = Fη2(σ(t).ω(v)) = (η
∗
2F )σ(t).ω(v) = (η
∗
2F )ω(t.v) = (ω
∗η∗2F )t.v.
Alors il existe un fibre´ vectoriel Ff0,f1,...,fn sur P(V1) tel que l’on ait un C
∗-isomorphisme
ω∗η∗2F ≃ η
∗
1Ff0,f1,...,fn.
On appelle F1 := Ff0,f1,...,fn l’image inverse ge´ne´ralise´e de F . Donc on a le foncteur
FV(P(V2), σ)
Iminvg // FV(P(V1))
F ✤ // F1
et on a
FV(P(V2), σ)
ω∗η∗2(•) //
Iminvg
((PP
PPP
PPP
PPP
P
FV(V1 \ {0}, T )
FV(P(V1))
η∗1(•)
66♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠
ou` FV(P(V2), σ) est la cate´gorie de fibre´s vectoriels sur P(V2) qui sont C
∗-invariants au-dessus
de l’action σ, et les morphismes sont des morphismes C∗-e´quivariants des fibre´s (les morphismes
e´tant compatibles avec l’action σ).
Cette transformation de Horrocks Iminvg est compatible avec les ope´rations habituelles sur
les fibre´s. Par exemple, si on conside`re que F (resp. F ∗) est C∗-invariant au-dessus de
l’action σ (resp. C∗-invariant au-dessus de l’action σ̂ qui est l’action duale de σ), alors on a
Iminvg(F ∗) = Iminvg(F )∗. Meˆme chose pour les produits tensoriels (resp. exte´rieurs,
syme´triques), la somme directe, Hom(, ) et une suite exacte (resp. une monade) de fibre´s
vectoriels de trois termes.
2.3. Proposition. On conside`re les meˆmes notations de la de´finition 2.2. Soient E un C∗-fibre´
quelconque sur P(V2), s : C
∗ × E −→ E son C∗-action au-dessus de l’action σ et q un entier.
On en de´duit une nouvelle action de C∗ sur E, pour tout x ∈ P(V2),
sq,x : C
∗ × Ex −→ Ex
(t, u) 7−→ tq.sx(t, u)
(multiplication de l’action par le caracte`re tq). On note le C∗-fibre´ obtenu E(q) = E ⊗ O
(q)
P(V2)
.
Alors on a
1- Iminvg(O(q)
P(V2)
(k)) = OP(V1)(q), pour tout entier k.
2- Iminvg(E(q)) = (Iminvg(E))(q).
De´monstration. 1- On a Iminvg(O
(q)
P(V2)
(k)) = OP(V1)(d), ou` d est un entier. C’est-a`-dire
ω∗η∗2(O
(q)
P(V2)
(k)) ≃ η∗1OP(V1)(d).
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On a, pour tout x = C.v2 ∈ P(V2), un isomorphisme canonique
µv2 : OV2\{0},v2 ≃ C
.v−k2−→ η∗2(O
(q)
P(V2)
(k))v2 ≃ (Cv2)
−k ⊂ S−k V2
a ✤ // a.v−k2 .
On a aussi, pour tout x = C.v1 ∈ P(V1), un isomorphisme canonique
µv1 : OV1\{0},v1 ≃ C
.v−d1−→ η∗1(OP(V1)(d))v1 ≃ (C.v1)
−d ⊂ S−d V1
a ✤ // a.v−d1 .
On a, pour tout v ∈ V1, un isomorphisme
(Cω(v))−k ≃ (ω∗η∗2O
(q)
P(V2)
(k))v ≃ (η
∗
1OP(V1)(d))v ≃ (C.v)
−d
a.(ω(v))−k ✤ // a.(v)−d.
Alors on obtient le diagramme commutatif suivant
C∗
v−d
!!
(ω(v))−k

tq // C∗
(ω(t.v))−k

(t.v)−d
}}
(Cω(v))−k
sq,v // (Cω(t.v))−k
(C.v)−d // (C.v)−d ≃ (C.(t.v))−d
tel que a.(v)−d = a.tq(t.v)−d := a.tq−d(v)−d, ou` a ∈ C∗. Par conse´quent d = q et on obtient
Iminvg(O
(q)
P(V2)
(k)) = OP(V1)(q).
2- Comme E(q) = E⊗O
(q)
P(V2)
et que le foncteur Iminvg respecte le produit tensoriel, on obtient
Iminvg(E(q)) = Iminvg(E)⊗ Iminvg(O
(q)
P(V2)
).
D’apre`s (1), on a Iminvg(O
(q)
P(V2)
) = OP(V1)(q). On en de´duit donc
Iminvg(E(q)) = Iminvg(E)(q).

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3. Fibre´ de Tango ponde´re´ ge´ne´ralise´
Le fibre´ de Tango, qui est SL2(C)-invariant, et son fibre´ de Tango ponde´re´ provenant d’une
image inverse ge´ne´ralise´e sur Pn ont de´ja` e´te´ traite´s dans l’article [4]. Nous allons traiter le fibre´
de Tango, qui est C∗-invariant, et son fibre´ de Tango ponde´re´ provenant d’une image inverse
ge´ne´ralise´e sur Pn.
3.1. De´finition. (Jaczewski, Szurek, Wisniewski [8] et Tango [23]). Soient V un C-espace
vectoriel de dimension dim(V ) = n + 1, et Pn = P (V ) l’espace projectif complexe associe´ a`
l’espace V . Soit W ⊂
∧2
V = (H0(Q∗(1)))∗ un sous-espace vectoriel tel que
(∗)
 − dim(W ) =
(
n + 1
2
)
− 2n+ 1
− W ne contient pas d’e´le´ment de´composable non nul de
∧2
V.
En utilisant la suite exacte suivante
0 −→ OPn(−1)
g
−→ V ⊗OPn
µ
−→ Q −→ 0,
on obtient la re´solution suivante
0 −→ OPn(−2)
g⊗IO
Pn (−1)−→ V ⊗OPn(−1)
IV
∧
g
−→
2∧
V ⊗OPn
∧2 µ
−→
2∧
Q −→ 0.
Donc on en de´duit la suite exacte suivante
0 −→ Q(−1)
β
−→
2∧
V ⊗OPn
∧2 µ
−→
2∧
Q −→ 0,
ou` IV ∧ g = β ◦ (µ⊗ IOPn (−1)). On a le morphisme d’e´valuation du fibre´ Q
∗(1)
evQ∗(1) : OPn ⊗
2∧
V −→ Q∗(1).
Il en de´coule que β =T evQ∗(1). Pour tout x = C.v0 ∈ P
n et v0 ∈ V , on a
0 // W //
∧2
V
q // (
∧2
V )upslopeW // 0
Qx(−1)
(̟W )x
55❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧
βx
OO
0
OO
L’application (̟W )x = q ◦ βx est injective car:
soit (̟W )x(a) = 0, pour tout a ∈ Qx(−1), on obtient que βx(a) ∈ W . Il existe e´galement v ∈ V
tel que
a = (µ⊗ IOPn (−1))x(v ⊗ x) = µx(v)⊗ v0.
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Donc on a
(β ◦ (µ⊗ IOPn (−1)))x(v ⊗ x) = (IV ∧ g)x(v ⊗ x),
βx(a) = v ∧ gx(x) = v ∧ v0.
CommeW ne contient pas d’e´le´ment de´composable non nul de
∧2
V , alors on obtient βx(a) = 0
qui donne a = 0. On de´finit le fibre´ de Tango F (W ) de rang n − 1 sur Pn par la suite exacte
suivante
0 −→ Q(−1)
̟W−→
(
(
2∧
V )upslopeW
)
⊗OPn −→ F (W )(1) −→ 0.
Sa premie`re classe de Chern est c1 = 2n et H
0(F (W )(1)) = (
∧2
V )upslopeW . On a un carre´
commutatif
(
(
∧2
V )upslopeW
)∗
⊗OPn
T̟W //
 _

Q∗(1)
(
∧2
V )∗ ⊗OPn
evQ∗(1) // Q∗(1).
On en de´duit imme´diatement que l’inclusion T q :
(
(
∧2
V )upslopeW
)∗
⊂ (
∧2
V )∗ s’identifie a`
H0(T̟W ). De la troisie`me suite exacte, il de´coule la suite de cohomologies suivante
H0((F (W )(1))∗) = Hom(F (W )(1),OPn) −→ Hom(
(
(
2∧
V )upslopeW
)
⊗OPn ,OPn)
H0(T̟W )
−→
Hom(Q(−1),OPn) −→ Ext
1(F (W )(1),OPn) −→ 0.
Donc on a H0((F (W )(1))∗) = 0 et H1((F (W )(1))∗) = Ext1(F (W )(1),OPn) = W
∗.
3.2. Proposition. Soit
∧2
V = (H0(Q∗(1)))∗. On a les assertions suivantes
1- SoientW1,W2 des sous-espaces vectoriels de
∧2
V ve´rifiant la condition (*). Alors on obtient
F (W1) ≃ F (W2) si et seulement si on a W1 =W2.
2- Soient σ ∈ GL(V ) et σ ∈ PGL(V ) son e´le´ment correspondant. Soit W un sous-espace
vectoriel de
∧2
V ve´rifiant la condition (*). Alors σ−1(W ) est un sous-espace vectoriel de
∧2
V
ve´rifiant la condition (*) et il existe un isomorphisme canonique
ΨWσ : σ
∗(F (W ))
≃
−→ F (σ−1(W )).
Soient ρ ∈ GL(V ) et ρ ∈ PGL(V ) son e´le´ment correspondant, alors on a
ΨWσρ = Ψ
σ−1(W )
ρ ◦ ρ
∗ΨWσ .
En particulier, pour tout t ∈ C∗, soient
σ(t) = ρ(t) :=

ta0
ta1 0. . .
0 tan−1
tan
 ∈ GL(V )
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et σ(t), ρ(t) ∈ PGL(V ) leurs e´le´ments correspondants tels que σ(t)(W ) ⊆ W . Alors il existe
un isomorphisme canonique
st : σ(t)
∗
F (W ) ≃ F (W )
tel que, pour t1, t2 ∈ C
∗, on a st1.t2 = st2 ◦ σ(t2)
∗
(st1). Autrement dit, on a le diagramme
commutatif suivant
σ(t2)
∗
σ(t1)
∗
F (W ) = σ(t1.t2)
∗
F (W )
st1.t2 //
σ(t2)
∗
(st1) **❯
❯❯❯
❯❯❯
❯❯❯
❯❯❯
❯❯❯
❯❯❯
F (W )
σ(t2)
∗
F (W ).
st2
88rrrrrrrrrr
De´monstration. 1- Pour W1,W2 des sous-espaces vectoriels de
∧2
V ve´rifiant la condition (*),
on a les suites exactes suivantes
0 −→ Q(−1)
̟W1−→
(
(
2∧
V )upslopeW1
)
⊗OPn
b1−→ F (W1)(1) −→ 0
et
0 −→ Q(−1)
̟W2−→
(
(
2∧
V )upslopeW2
)
⊗OPn
b2−→ F (W2)(1) −→ 0.
Soit ϕ : F (W1)(1) ≃ F (W2)(1). On de´duit de la deuxie`me suite
0 −→ Hom(
(
(
2∧
V )upslopeW1
)
⊗OPn , Q(−1)) −→
Hom(
(
(
2∧
V )upslopeW1
)
⊗OPn,
(
(
2∧
V )upslopeW2
)
⊗OPn)
b2◦•−→
Hom(
(
(
2∧
V )upslopeW1
)
⊗OPn , F (W2)(1)) −→ Ext
1(
(
(
2∧
V )upslopeW1
)
⊗OPn , Q(−1)) −→ 0.
Comme H1(Q(−1)) = 0, alors le morphisme b2 ◦ • est surjectif. Donc pour le morphisme ϕ ◦ b1
il existe un morphisme
H0(ϕ)⊗ IOPn :
(
(
2∧
V )upslopeW1
)
⊗OPn −→
(
(
2∧
V )upslopeW2
)
⊗OPn
tel que b2◦(H
0(ϕ)⊗IOPn ) = ϕ◦b1. Comme ϕ est un isomorphisme, alors H
0(ϕ)⊗IOPn est aussi
un isomorphisme lequel de´finit un isomorphisme ϕ2 : Q(−1) −→ Q(−1) qui est une homothe´tie
car le fibre´ Q est simple. Donc on obtient le diagramme commutatif suivant
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0 // Q(−1)
̟W1 //
ϕ2

(
(
∧2
V )upslopeW1
)
⊗OPn //
≀ H0(ϕ)⊗IO
Pn

F (W1)(1)) //
≀ ϕ

0
0 // Q(−1)
̟W2 //
(
(
∧2
V )upslopeW2
)
⊗OPn // F (W2)(1) // 0.
En conside´rant la cohomologie de ce diagramme, on obtient
Hom(
(
(
∧2
V )upslopeW2
)
⊗OPn ,OPn)
 
H0(T̟W2 ) //
≀ TH0(ϕ)

Hom(Q(−1),OPn) // // Ext
1(F (W2)(1),OPn)
≀ TH1(ϕ)

Hom(
(
(
∧2
V )upslopeW1
)
⊗OPn ,OPn)
 
H0(T̟W1 ) // Hom(Q(−1),OPn) // // Ext
1(F (W1)(1),OPn)
Donc on obtient un diagramme commutatif
0 //
(
(
∧2
V )upslopeW2
)∗H0(T̟W2 ) //
TH0(ϕ)

(
∧2
V )∗ // (W2)
∗ //
TH1(ϕ)

0
0 //
(
(
∧2
V )upslopeW1
)∗H0(T̟W1 ) // (∧2 V )∗ // (W1)∗ // 0.
Comme H0(T̟W1), H
0(T̟W2) sont les inclusions naturelles, alors les sous-espaces vectoriels(
(
∧2
V )upslopeW1
)∗
et
(
(
∧2
V )upslopeW2
)∗
de (
∧2
V )∗ sont e´gaux et donc W1 = W2.
2- Soient σ ∈ GL(V ) et σ ∈ PGL(V ) son e´le´ment correspondant. Alors on obtient que
dim(W ) = dim(σ−1(W )) et que σ−1(W ) ne contient pas d’e´le´ment de´composable non nul de∧2
V . Car si σ−1(W ) contient σ−1(y) ∧ σ−1(z) = σ−1(y ∧ z) qui est un e´le´ment non nul, alors
W contient y ∧ z qui est un e´le´ment non nul; ce qui est une contradiction. On a la suite exacte
suivante
0 −→ σ∗Q(−1)
σ∗̟W−→ σ∗
((
(
2∧
V )upslopeW
)
⊗OPn
)
σ∗b
−→ σ∗F (W ) −→ 0.
Comme on a, pour tout x = C.v ∈ Pn ou` v ∈ V ,
σ∗
((
(
2∧
V )upslopeW
)
⊗OPn
)
x
= σ.
(
(
2∧
V )upslopeW
)
⊗OPn ,σ(x)
= σ.
(
(
2∧
V )upslopeW
)
= (
2∧
V )upslopeσ−1(W ) =
((
(
2∧
V )upslopeσ−1(W )
)
⊗OPn
)
x
,
alors on obtient
0 −→ σ∗Q(−1)
σ∗̟W−→
(
(
2∧
V )upslopeσ−1(W )
)
⊗OPn
σ∗b
−→ σ∗F (W ) −→ 0.
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Comme le fibre´ Q est homoge`ne, alors on a
0 −→ Q(−1)
σ∗̟W−→
(
(
2∧
V )upslopeσ−1(W )
)
⊗OPn
σ∗b
−→ σ∗F (W ) −→ 0.
Comme on a σ∗̟W = ̟σ−1(W ), alors on obtient
0 // Q(−1)
σ∗̟W //
≀

(
(
∧2
V )upslopeσ−1(W )
)
⊗OPn //
≀

σ∗F (W ) //

0
0 // Q(−1)
̟
σ−1(W ) //
(
(
∧2
V )upslopeσ−1(W )
)
⊗OPn // F (σ
−1(W )) // 0.
Ce qui implique qu’il existe un isomorphisme canonique
ΨWσ : σ
∗(F (W ))
≃
−→ F (σ−1(W )).
Soient ρ ∈ GL(V ) et ρ ∈ PGL(V ) son e´le´ment correspondant. Alors on a un carre´ commutatif
ρ∗σ∗F (W ) = (σ ◦ ρ)∗F (W )
ΨWσ◦ρ //
ρ∗(ΨWσ )

F ((σ ◦ ρ)−1(W ))
ρ∗F (σ−1(W ))
Ψ
σ−1(W )
ρ // F (ρ−1(σ−1(W ))) = F ((σ ◦ ρ)−1(W )).
Comme on a σ(t)(W ) ⊆ W alors on en de´duit σ(t)−1(W ) = W , pour tout t ∈ C∗, et il existe
un isomorphisme canonique
st : σ(t)
∗
F (W ) ≃ F (W ).
Comme σ(t1).σ(t2) = σ(t1.t2), alors on a
st2.t1 = st2 ◦ σ(t2)
∗
(st1)
pour tout t2, t1 ∈ C
∗, tout en conside´rant σ(t) = ρ(t) dans le carre´ commutatif pre´ce´dent.

3.3. Remarque. Soient U un C-espace vectoriel de dimension 2, {x, y} sa base et n > 2 un
entier. Soit
B0 := {vp := x
n−pyp, 0 ≤ p ≤ n}
la base de l’espace vectoriel Sn U . On de´finit l’action de C∗ sur Sn U par(
tα 0
0 tβ
)
∈ GL2(C)
ou` α, β sont des entiers; cette action agit sur vp comme suit(
tα 0
0 tβ
)
.vp = t
nα+p(β−α).vp.
Soit
B := {zp,q := x
n−pyp ∧ xn−qyq, 0 ≤ p < q ≤ n}
12 MOHAMED BAHTITI
la base de l’espace vectoriel
∧2
Sn U . On de´finit l’action de C∗ sur
∧2
Sn U par l’action
pre´ce´dente de C∗ qui agit sur zp,q comme suit(
tα 0
0 tβ
)
.zp,q = t
2nα+(p+q)(β−α).zp,q.
Soient k un entier avec 1 ≤ k ≤ 2n− 1 et Ek le sous-espace vectoriel de
∧2
Sn U tels que(
tα 0
0 tβ
)
.u = t2nα+k(β−α).u,
pour tout u ∈ Ek. Alors on obtient
2∧
Sn U ≃
⊕
1≤k≤2n−1
Ek,
ou` Ek est engendre´ par les e´le´ments zp,q tels que k = p+ q.
3.4. The´ore`me. On utilise les meˆmes notations de la remarque 3.3. Soit Pn = P(Sn U)
l’espace projectif associe´ a` l’espace vectoriel Sn U .
1- Soit W l’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels W ⊂
∧2(Sn U) tels que W est
C∗-invariant et ve´rifie la condition (*). Alors il existe un ensemble Zk ⊂ P(E
∗
k) non vide
pour tout entier k avec 3 ≤ k ≤ 2n− 3 tel que
W = {
⊕
3≤k≤2n−3
Wk|Wk ∈ Zk, 3 ≤ k ≤ 2n− 3}.
2- Soit W ∈ W. Alors il existe un sous-espace vectoriel DW ⊂
∧2
Sn U tel que DW est
C∗-invariant et ve´rifie que
2∧
Sn U ≃ DW ⊕W
est un C∗-isomorphisme. De plus on a la suite exacte suivante
0 −→ Q(−1)
̟W−→ DW ⊗OPn −→ F (W )(1) −→ 0,
ou` F (W ) est le fibre´ de Tango associe´ au sous-espace W .
De´monstration. 1- Soit
B := {zp,q := x
n−pyp ∧ xn−qyq, 0 ≤ p < q ≤ n}
la base de l’espace vectoriel
∧2
Sn U . Dans la remarque 3.3, on a vu
2∧
Sn U ≃
⊕
1≤k≤2n−1
Ek,
ou` Ek est engendre´ par les e´le´ments zp,q tels que k = p+q. On va de´montrer, pour tout u ∈ Ek,
que u est de´composable si et seulement s’il existe un entier max(k − n, 0) ≤ p ≤ [k−1
2
] et ε ∈ C
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tels que u = ε.zp,k−p. Notons {zp,k−p ∧ zq,k−q}max(k−n,0)≤p<q≤[ k−1
2
] la base de l’image de Ek ×Ek
dans
∧4
Sn U par le morphisme canonique suivant
2∧
Sn U ×
2∧
Sn U −→
4∧
Sn U.
Si u =
∑
max(k−n,0)≤p≤[ k−1
2
] ap.zp,k−p, alors on obtient
u ∧ u = 2
∑
max(k−n,0)≤p<q≤[ k−1
2
]
ap.aq.zp,k−p ∧ zq,k−q.
Si u ∧ u = 0, on obtient que ap.aq = 0 pour tout max(k − n, 0) ≤ p < q ≤ [
k−1
2
]. Donc il
existe ε ∈ C tel que u = ε.zp,k−p. Il en de´coule, pour tout 1 ≤ k ≤ 2n − 1, que la dimension
maximale d’un sous-espace vectoriel de Ek ne contenant aucun e´le´ment de´composable non nul
est dim(Ek)−1 et que de tels sous-espaces existent. Plus pre´cise´ment, pour tout 1 ≤ k ≤ 2n−1
et pour tout entier p tel que
max(k − n, 0) ≤ p ≤ [
k − 1
2
],
l’ensemble des hyperplans H ⊂ Ek tels que zp,k−p ∈ H est un hyperplan de P(E
∗
k). Cet ensemble
est le ferme´ de Zariski de P(E∗k) suivant
J (zp,k−p) = {H ⊂ Ek|zp,k−p ∈ H} ⊂ P(E
∗
k).
Soit D(zp,k−p) = P(E
∗
k)J (zp,k−p). On de´finit
Zk =
[ k−1
2
]⋂
p=max(k−n,0)
D(zp,k−p)
qui est l’ouvert constitue´ de tous les sous-espaces vectoriels de Ek de dimension dim(Ek) − 1
ne contenant pas d’e´le´ment de´composable non nul de
∧2
Sn U . On a donc
Z1 = Z2 = Z2n−1 = Z2n−2 = ∅.
Soit Wk ∈ Zk pour tout 3 ≤ k ≤ 2n− 3. On conside`re le sous-espace vectoriel de
∧2
Sn U
W =
⊕
3≤k≤2n−3
Wk.
Alors W est C∗-invariant et
dim(W ) =
(
n+ 1
2
)
− (2n− 1).
Il reste a` de´montrer que W ne contient aucun e´le´ment de´composable non nul de
∧2
Sn U .
On veut de´montrer que w = 0, tout en conside´rant que w ∈ W tel que w ∧ w = 0. On a
w =
2n−3∑
k=3
wk, ou` wk ∈ Wk.
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Donc on obtient
w ∧ w = 2
2n−4∑
i=3
(
2n−3−i∑
j=1
wi ∧ wi+j
)
+
2n−3∑
i=3
wi ∧ wi.
L’action de C∗ sur un e´le´ment wi ∧ wj ∈
∧4
Sn U e´tant la multiplication par t4nα+2(i+j)(β−α),
alors on regroupe les e´le´ments dans w ∧ w suivant l’action de C∗ en mettant ensemble les
e´le´ments wi ∧ wj ayant le meˆme i+ j. On obtient
w ∧ w =
4n−6∑
d=6
gd,
ou`
g2m = wm ∧ wm + 2
m−3∑
j=1
wm−j ∧ wm+j, g2m+1 = 2
m−3∑
j=0
wm−j ∧ wm+1+j ,
g2n = wn ∧ wn + 2
n−3∑
j=1
wn−j ∧ wn+j,
g4n−2m = w2n−m ∧ w2n−m + 2
m−3∑
j=1
w2n−m−j ∧ w2n−m+j ,
g4n−2m−1 = 2
m−3∑
j=0
w2n−m−j ∧ w2n−m−1+j ,
ou` 3 ≤ m ≤ n− 1. On a aussi, pour tout t ∈ C∗,(
tα 0
0 tβ
)
.(w ∧ w) =
4n−6∑
d=6
((
tα 0
0 tβ
)
.gd
)
,
(
tα 0
0 tβ
)
.(w ∧ w) =
4n−6∑
d=6
(t4nα+2d(β−α).gd).
Comme w ∧ w = 0, alors on a gd = 0 pour tout 6 ≤ d ≤ 4n − 6. Nous allons montrer, par la
re´currence sur m, que wr = 0, w2n−r = 0 pour tout 3 ≤ r ≤ m et pour tout 3 ≤ m ≤ n:
- Pour m = 3, on a g6 = w3 ∧ w3 = 0 et g4n−6 = w2n−3 ∧ w2n−3 = 0, ce qui entraˆıne que
w3 = w2n−3 = 0.
- Pour m = 4, on a g6 = w3 ∧ w3 = 0 et g4n−6 = w2n−3 ∧ w2n−3 = 0, ce qui entraˆıne que
w3 = w2n−3 = 0, et on obtient que g8 = w4 ∧ w4 = 0 et g4n−8 = w2n−4 ∧ w2n−4 = 0, ce qui
entraˆıne que w4 = w2n−4 = 0.
- On suppose que wr = 0, w2n−r = 0 pour tout 3 ≤ r ≤ m, et on montre que wr = 0, w2n−r = 0
pour tout 3 ≤ r ≤ m+ 1.
- Pour m+ 1, on a
g2(m+1) = wm+1 ∧ wm+1 + 2(wm ∧ wm+2+
wm−1 ∧ wm+3 + . . .+ w4 ∧ w2m−2 + w3 ∧ w2m−1) = 0,
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et
g4n−2(m+1) = w2n−(m+1) ∧ w2n−(m+1) + 2(w2n−m−2 ∧ w2n−m+
w2n−m−3 ∧ w2n−m+1 + . . .+ w2n−2m+2 ∧ w2n−4 + w2n−2m+1 ∧ w2n−3) = 0,
ce qui entraˆıne que wm+1 = w2n−(m+1) = 0. Pour tout 3 ≤ r ≤ m+1, on a alors wr = w2n−r = 0.
Donc on obtient que w = 0, et que W ne contient aucun e´le´ment de´composable non nul de∧2
Sn U . On en de´duit
{
⊕
3≤k≤2n−3
Wk|Wk ∈ Zk, 3 ≤ k ≤ 2n− 3} ⊆ W .
On de´montre maintenant l’inclusion inverse. Soient un entier k tel que 1 ≤ k ≤ 2n − 1, et
W ∈ W qui est C∗-invariant. On de´finit les espacesWk par uk ∈ Ek tels que
∑
1≤k≤2n−1 uk ∈ W .
On en de´duit
W =
⊕
1≤k≤2n−1
Wk.
Comme le sous-espace vectoriel E1 (resp. E2, E2n−1, E2n−2) contient un seul e´le´ment zp,q tel que
p+q = 1 (resp. p+q = 2, 2n−1, 2n−2) et comme W ne contient aucun e´le´ment de´composable
non nul de
∧2
Sn U , alors W1 = W2 = W2n−1 =W2n−2 = 0. On obtient donc que
W =
⊕
3≤k≤2n−3
Wk.
Comme W ne contient aucun e´le´ment de´composable non nul de
∧2
Sn U , alors Wk ne contient
aucun e´le´ment de´composable non nul de
∧2
Sn U . Donc Wk ∈ Zk pour tout 3 ≤ k ≤ 2n− 3 et
on a
W ⊆ {
⊕
3≤k≤2n−3
Wk|Wk ∈ Zk, 3 ≤ k ≤ 2n− 3}.
2- Il suffit de choisir dk ∈ EkWk, pour tout 1 ≤ k ≤ 2n − 1, et de conside´rer le sous-espace
vectoriel de
∧2
Sn U
DW =
⊕
1≤k≤2n−1
C.dk.
D’apre`s la de´finition 3.1, on obtient la suite exacte recherche´e.

3.5. Proposition. (De´composition Clebsch-Gordan). Soit U un espace vectoriel complexe de
dimension 2. Alors il existe une SL2(C)-de´composition irre´ductible de S
n U ⊗ Sn U
Sn U ⊗ Sn U ≃
n⊕
i=0
S2n−2i U.
En particulier, on a
2∧
(S
n U) ≃ S
2(n−1) U ⊕ S
2(n−3) U ⊕ S
2(n−5) U ⊕ S
2(n−7) U ⊕ . . .
qui est SL2(C)-isomorphisme.
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De´monstration. Voir [17] pages 93-97.

3.6. Proposition. On utilise les meˆmes notations de la remarque 3.3. Soient β = −α et le
sous-espace vectoriel
W = S2(n−3) U ⊕ S2(n−5) U ⊕ S2(n−7) U ⊕ . . . ⊂
2∧
(Sn U).
Alors W est SL2(C)-invariant et W ∈ W. Le fibre´ de Tango F (W ), qui est de´fini par la suite
exacte suivante
0 −→ Q(−1)
̟W−→ S2(n−1) U ⊗OPn −→ F (W )(1) −→ 0,
est SL2(C)-invariant.
De´monstration. Voir l’article de Cascini [4], proposition 2.1.

3.7. Proposition. On utilise les meˆmes notations de la remarque 3.3. Soient i, n, α, γ ∈ N et
β ∈ Z tels que n > 2, γ > 0, α ≥ β, α+β ≥ 0 et γ+nα+ i(β−α) > 0 pour 0 ≤ i ≤ n. Soient
g0, . . . , gn des formes homoge`nes sans ze´ro commun sur P(S
n U) telles que
deg(gi) = γ + nα + i(β − α), i = 0, 1, . . . , n.
Soient Q le fibre´ de quotient et F (W ) le fibre´ de Tango sur P(Sn U) pour W ∈ W et DW
comme dans le the´ore`me 3.4. Les fibre´s Q et F (W ) sont de´finis par les suites exactes
0 −→ OP(Sn U)(−1)
g
−→ Sn U ⊗OP(Sn U) −→ Q −→ 0,
0 −→ Q(−1)
̟W−→ DW ⊗OP(Sn U) −→ F (W )(1) −→ 0,
ou` g est le morphisme canonique. Alors le fibre´ Q (resp. F (W )) posse`de une image inverse´e
ge´ne´ralise´e Qγ,α,β (resp. Fγ,α,β) de´finie par
0 −→ OPn(−γ)
g(−γ)
−→ Sn U −→ Qγ,α,β −→ 0
(resp. 0 −→ Qγ,α,β(−γ)
̟W (−2γ)
−→ S2(n−1) U −→ Fγ,α,β(γ) −→ 0),
ou` U = OPn(α)⊕OPn(β), et Fγ,α,β(γ) := Fγ,α,β(−2γ), Qγ,α,β := Qγ,α,β(−γ). La premie`re classe
de Chern du fibre´ Fγ,α,β est n(β + α)(2n− 1 − (
n + 1
2
)). On appelle le fibre´ Qγ,α,β le fibre´ de
quotient ponde´re´ par les poids γ, α, β, provenant d’une image inverse ge´ne´ralise´e sur Pn. On
appelle le fibre´ Fγ,α,β le fibre´ de Tango ponde´re´ par les poids γ, α, β, provenant d’une image
inverse ge´ne´ralise´e sur Pn.
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De´monstration. On conside`re l’application
ω := (g0, . . . , gn) : C
n+1 \ {0} −→ Sn U \ {0}
v 7−→ (g0(v), . . . , gn(v)).
On conside`re l’action de C∗ sur Sn U
σ : C∗ × Sn U −→ Sn U
(t, u) 7−→ tγ.
(
tα 0
0 tβ
)
.u
qui est repre´sente´e par la matrice
tγ .

tnα
tnα+(β−α) 0. . .
0 t
nα+(n−1)(β−α)
tnβ
 ∈ PGL(Sn U).
On conside`re aussi l’action de C∗ sur Cn+1 qui est la multiplication usuelle sur Cn+1
T : C∗ × Cn+1 −→ Cn+1
(t, u) 7−→ t.u.
Alors ω est une C∗-application par rapport a` ces deux actions. L’action σ induit une action
σ ∈ PGL(Sn U) de C∗ sur P(Sn U) et l’action T induit une action triviale de C∗ sur Pn. Donc
la transforme´e de Horrocks 2.2 est
Iminvg : FV(P(Sn U), σ) // FV(Pn),
ou` FV(P(Sn U), σ) est la cate´gorie de fibre´s vectoriels sur P(Sn U) qui sont C∗-invariants
au-dessus de l’action σ (resp. FV(Pn) est la cate´gorie de fibre´s vectoriels sur P(Sn U) qui
sont C∗-invariants au-dessus de l’action T ). On conside`re le morphisme
g := Tω =: OP(Sn U)(−1) −→ S
n U ⊗OP(Sn U),
avec OP(Sn U)(−1) et S
n U ⊗OP(Sn U) qui sont munis de l’action canonique σ(t). Alors g est un
C∗-morphisme. Comme on a, pour tout t ∈ C∗,
σ(t).(xn−i.yi) = tnα+i(β−α)+γ .(xn−i.yi)
alors le sous-fibre´ (xn−i.yi.C)⊗OP(Sn U) de S
n U ⊗OP(Sn U) est C
∗-invariant. On obtient
O
(nα+i(β−α)+γ)
P(Sn U)
≃ (xn−i.yi.C)⊗OP(Sn U)
qui est de´fini localement, pour tout v ∈ Sn U , par
(O
(nα+i(β−α)+γ)
P(Sn U)
)v ≃ C
≃
−→ ((xn−i.yi.C)⊗OP(Sn U))v ≃ x
n−i.yi.C
a 7−→ axn−i.yi.
Donc on a un C∗-isomorphisme
Sn U ⊗OP(Sn U) ≃
n⊕
i=0
O(nα+i(β−α)+γ)
P(Sn U)
.
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Alors on a un C∗-morphisme
g := Tω =: OP(Sn U)(−1) −→
n⊕
i=0
O
(nα+i(β−α)+γ)
P(Sn U)
.
On conside`re le morphisme
̟W : Q(−1) −→ DW ⊗OP(Sn U),
avec DW ⊗OP(Sn U) et Q(−1) qui sont munis de l’action canonique σ(t). Pour que le morphisme
̟W soit un C
∗-morphisme il faut avoir
(̟W )v(σ(t).v1) = t
qσ(t).(̟W )v(v1)
pour tout v, v1 ∈ S
n U , q un entier et
(̟W )v : Q(−1)v −→ (DW ⊗OP(Sn U))v = DW =
⊕
1≤k≤2n−1
C.dk,
ou` dk ∈ EkWk, pour tout 1 ≤ k ≤ 2n−1, comme dans le the´ore`me 3.4. Alors on obtient q = 0.
Comme on a, pour tout t ∈ C∗,
σ(t).(dk) = t
2nα+k(β−α)+2γ .(dk),
alors le sous-fibre´ (dk.C)⊗OP(Sn U) de DW ⊗OP(Sn U) est C
∗-invariant. On a
O(2nα+k(β−α)+2γ)
P(Sn U)
≃ (dk.C)⊗OP(Sn U)
qui est de´fini localement, pour tout v ∈ Sn U , par
(O
((2nα+k(β−α)+2γ)
P(Sn U)
)v ≃ C
≃
−→ ((dk.C)⊗OP(Sn U))v ≃ dk.C.
a 7−→ adk.
Donc on en de´duit le C∗-isomorphisme suivant
DW ⊗OP(Sn U) ≃
2n−1⊕
k=1
O
(2nα+k(β−α)+2γ)
P(Sn U)
,
et le C∗-morphisme
̟W : Q(−1) −→
2n−1⊕
k=1
O
(2nα+k(β−α)+2γ)
P(Sn U)
.
Comme le fibre´ Q a une GL(Sn U)-action alors il a une C∗-action. Autrement dit, le fibre´ Q
est C∗-invariant au-dessus de l’action σ(t). D’apre`s la proposition 3.2, on obtient que
σ(t)∗F (W ) ≃ F (W ).
D’apre`s la de´finition 2.2 et la proposition 2.3, on obtient
Iminvg(Q(−1)) = Qγ,α,β et Iminvg(F (W )(1)) = Fγ,α,β
et on a aussi
Iminvg(OP(Sn U)(−1)) = OPn ,
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Iminvg(DW ⊗OP(Sn U)) ≃ Iminvg(
2n−1⊕
k=1
O
(2nα+k(β−α)+2γ)
P(Sn U)
)
=
2n−1⊕
k=1
OPn(2nα + k(β − α) + 2γ) := S
2(n−1) U(2γ),
Iminvg(S
n U ⊗OP(Sn U)) ≃ Iminvg(
n⊕
i=0
O
(nα+i(β−α)+γ)
P(Sn U)
)
=
n⊕
i=0
OPn(nα + i(β − α) + γ) := S
n U(γ),
ou` U = OPn(α)⊕OPn(β). On en de´duit les suites exactes
0 −→ OPn
g
−→
n⊕
i=0
OPn(nα + i(β − α) + γ) −→ Qγ,α,β −→ 0
et
0 −→ Qγ,α,β
̟W−→
2n−1⊕
k=1
OPn(2nα + k(β − α) + 2γ) −→ Fγ,α,β −→ 0.
Ces suites exactes s’e´crivent e´galement comme suit
0 −→ OPn(−γ)
g(−γ)
−→
n⊕
i=0
OPn(nα + i(β − α)) −→ Qγ,α,β −→ 0
et
0 −→ Qγ,α,β(−γ)
̟W (−2γ)
−→
2n−1⊕
k=1
OPn(2nα+ k(β − α)) −→ Fγ,α,β(γ) −→ 0,
ou` Qγ,α,β := Qγ,α,β(−γ), et Fγ,α,β(γ) := Fγ,α,β(−2γ).

3.8. Remarque. Le fibre´ Fγ,α,−α ponde´re´ par les poids γ, α,−α est le fibre´ ponde´re´ par les
poids γ, α de Cascini [4]. On va noter Q = Qγ,α,β et F = Fγ,α,β.
20 MOHAMED BAHTITI
4. Stabilite´ et de´formation miniversale du fibre´ de Tango ponde´re´.
Nous allons de´montrer que le fibre´ F est stable et que les fibre´s Q et F sont invariants par
rapport a` une de´formation miniversale. Nous allons aussi montrer que l’espace de Kuranishi
du fibre´ F est lisse au point correspondant du fibre´ F .
4.1. Proposition. Soit F le fibre´ de Tango ponde´re´ par les poids γ, α, β sur Pn.
1- Si on a γ > 2nα + (β − α), alors F est stable.
2- Soit γ > nα. Si F est stable, alors on a γ > 2nα + (β − α).
De´monstration. Soient q un entier avec 1 ≤ q ≤ n− 2 et t ∈ Z tels que (
∧q F)norm = ∧q F(t).
On obtient alors
c1(
∧q F(t))
rg(
∧q F(t)) ≤ 0,
qui s’e´crit e´galement
t+ c1(F)
q
n− 1
≤ 0.
Donc on a
t ≤ −
n
n− 1
(α + β)(2n− 1− (
n+ 1
2
)) < (α + β)(2− n) ≤ 0.
1- De la suite exacte suivante
0 −→ OPn(−γ) −→ S
n U −→ Q −→ 0,
il en de´coule la suite exacte suivante
0 −→ Sq−1 Sn U(−γ +m) −→ Sq Sn U(m) −→ SqQ(m) −→ 0
qui nous donne hi(SqQ(m)) = 0, pour tout m ∈ Z et 1 ≤ i ≤ n−2. De la suite exacte suivante
0 −→ Q(−γ) −→ S2(n−1) U −→ F(γ) −→ 0,
on obtient la re´solution suivante
0 −→ SqQ(−2qγ + t) −→ Sq−1Q⊗ S2(n−1) U(−γ(2q − 1) + t)
−→ Sq−2Q⊗
2∧
S2(n−1) U(−γ(2q − 2) + t)
aq−2
−→ . . .
. . .
a2−→ Q⊗
q−1∧
S2(n−1) U(−γ(q+1)+t)
a1−→
q∧
S2(n−1) U(−qγ+t)
a0−→
q∧
F(t) −→ 0.
En conside´rant Aj = ker(aj) pour j = 0, 1, . . . , q − 2, on obtient alors h
i(A0) = 0 pour
tout 1 ≤ i ≤ n + 1− q. On a
qγ − t > 2nqα + q(β − α) + (n− 2)(β + α) ≥ 2nqα+ q(β − α)
≥ max{e ∈ Z| OP2n+1(e) ⊆
q∧
S2(n−1) U} = 2nqα + (β − α)
q(q + 1)
2
.
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De la suite exacte suivante
0 −→ A0 −→
q∧
S
2(n−1) U(−qγ + t)
a0−→
q∧
F(t) −→ 0,
on en de´duit h0(
∧q F(t)) = 0. D’apre`s le crite`re de Hoppe [11], F est stable.
2- Supposons que γ ≤ 2nα + (β − α). On obtient
γ − t < 2nα + (β − α),
et on a aussi
2γ − t > 2nα + (n− 2)(β + α) ≥ nα.
Des suites exactes suivantes
0 −→ OPn(−3γ + t) −→ S
n U(−2γ + t) −→ Q(−2γ + t) −→ 0
0 −→ Q(−2γ + t) −→ S2(n−1) U(−γ + t) −→ F(t) −→ 0,
on en de´duit que h0(Q(−2γ + t)) = 0 et h0(F(t)) = h0(S2(n−1) U(−γ + t)) 6= 0. Donc il existe
un fibre´ en droite trivial dans F(t)
OPn →֒ F(t),
ce qui nous donne
c1(OPn)
rg(OPn)
= 0 ≥
c1(F(t))
rg(F(t))
. Donc F n’est pas stable.

4.2. The´ore`me. (Hartshorne, [10]). Si E est un faisceau cohe´rent sur un sche´ma projectif X
sur un corps de base K tel que hdE ≤ 1, il existe un sche´ma Y = Spec(R) qui parame´trise
les de´formations miniversales de E, ou` R est une K-alge`bre locale comple`te.
De´monstration. Voir le the´ore`me (19.1 [10]). 
4.3. The´ore`me. Soit E un fibre´ vectoriel sur la varie´te´ alge´brique Pn. Il existe un espace
de Kuranishi Kur(E) de E qui est une base de la de´formation miniversale de E (Kur(E)
parame´trise toutes les de´formations miniversales de E).
De´monstration. Voir l’article de M. Kuranishi [18]. 
Soit e un point correspondant au fibre´ E. Alors l’espace Kur(E) est e´quipe´ d’une famille
universelle et la fibre (Kur(E), e), un espace topologique pointe´, est unique a` un automorphisme
pre`s.
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4.4. Lemme. Soient Q
′
et Q
′′
deux fibre´s de quotient ponde´re´s par les poids γ, α, β sur Pn qui
sont de´finis par les suites exactes suivantes
0 −→ OPn(−γ) −→ S
n U
q1
−→ Q
′
−→ 0
0 −→ OPn(−γ) −→ S
n U
q2
−→ Q
′′
−→ 0,
tels qu’il existe un morphisme ψ : Q
′
−→ Q
′′
. Alors il existe un morphisme ϕ : Sn U −→ Sn U
tel que q2 ◦ ϕ = ψ ◦ q1.
De´monstration. La de´monstration de ce lemme est tre`s similaire a` celle du lemme 4.3 [2]. 
4.5. Lemme. Soient f, f
′
∈ Hom(OPn(−γ),S
n U) deux morphismes. Alors f et f ′ donnent
le meˆme e´le´ment dans le sche´ma QuotSn U/Pn si et seulement s’il existe un isomorphisme
g ∈ End(OPn(−γ)) tel que f = f
′
◦ g.
De´monstration. C’est la de´finition du sche´ma QuotSn U/Pn.

4.6. The´ore`me. Soit Q0 un fibre´ de quotient ponde´re´ par les poids γ, α, β sur P
n qui est de´fini
par la suite exacte suivante
0 −→ OPn(−γ)
x0−→ Sn U −→ Q0 −→ 0
ou` x0 ∈ Hom(OPn(−γ),S
n U). Alors chaque de´formation miniversale du fibre´ Q0 est encore un
fibre´ de quotient ponde´re´ sur Pn. L’espace de Kuranishi de Q0 est lisse au point correspondant
de Q0.
De´monstration. La de´monstration de ce the´ore`me est tre`s similaire a` celle du the´ore`me 4.5 [2].

4.7. Lemme. Soit Q un fibre´ de quotient ponde´re´ par les poids γ, α, β sur Pn. Soient F
′
et F
′′
des fibre´s de Tango ponde´re´s par les poids γ, α, β sur Pn qui sont de´finis par les suites exactes
0 −→ Q(−γ) −→ S2(n−1) U
p1
−→ F
′
(γ) −→ 0
et
0 −→ Q(−γ) −→ S2(n−1) U
p2
−→ F
′′
(γ) −→ 0,
tels qu’il existe un morphisme ψ : F
′
(γ) −→ F
′′
(γ). Alors il existe un morphisme
ϕ : S2(n−1) U −→ S2(n−1) U ,
tel que p2 ◦ ϕ = ψ ◦ p1.
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De´monstration. De la suite exacte suivante
0 −→ Q(−γ) −→ S2(n−1) U
p2
−→ F
′′
(γ) −→ 0,
il en de´coule la suite exacte suivante de groupes cohomologiques
0 −→ Hom(S2(n−1) U ,Q(−γ)) −→ Hom(S2(n−1) U ,S2(n−1) U)
p2 ◦ •
−→ Hom(S2(n−1) U ,F
′′
(γ))
−→ Ext1(S2(n−1) U ,Q(−γ)) −→ 0.
De la suite exacte suivante
0 −→ OPn(−2γ)⊗ (S
2(n−1) U)∗ −→ S
n U(−γ)⊗ (S
2(n−1) U)∗ −→ Q(−γ)⊗ (S
2(n−1) U)∗ −→ 0
on en de´duit
Ext1(S2(n−1) U ,Q(−γ)) = H1(Q(−γ)⊗ (S2(n−1) U)∗) = 0.
Alors on obtient que
Hom(S2(n−1) U ,S2(n−1) U)
p2 ◦ •
−→ Hom(S2(n−1) U ,F
′′
(γ)) −→ 0.
Comme le morphisme ψ ◦ p1 : S
2(n−1) U −→ F
′′
(γ) appartient a` Hom(S2(n−1) U ,F
′′
(γ)), alors
il existe un morphisme ϕ : S2(n−1) U −→ S2(n−1) U tel que p2 ◦ ϕ = ψ ◦ p1.

4.8. Lemme. Soit Q un fibre´ de quotient ponde´re´ sur Pn. Soient f et f
′
deux morphismes
dans Hom(Q(−γ),S2(n−1) U). Alors les morphismes f et f
′
donnent le meˆme e´le´ment dans
QuotS2(n−1) U/Pn si et seulement s’il existe un isomorphisme g ∈ End(Q(−γ)) tel que f = f
′
◦ g.
De´monstration. C’est la de´finition du sche´ma QuotS2(n−1) U/Pn.

Le the´ore`me suivant est une ge´ne´ralisation du the´ore`me 4.1[4].
4.9. The´ore`me. Soient Q le fibre´ de quotient ponde´re´ par les poids γ, α, β sur Pn et F0 le fibre´
de Tango ponde´re´ par les poids γ, α, β sur Pn. Les deux fibre´s Q et F0 sont de´finis par les suites
exactes
0 −→ Q(−γ)
f0
−→ S2(n−1) U −→ F0(γ) −→ 0
et
0 −→ OPn(−γ) −→ S
n U −→ Q −→ 0,
ou` f0 ∈ Hom(Q(−γ),S
2(n−1) U). Alors chaque de´formation miniversale du fibre´ F0 est encore
un fibre´ de Tango ponde´re´ sur Pn. L’espace de Kuranishi de F0 est lisse au point correspondant
de F0.
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De´monstration. Soient f0 ∈ Hom(Q(−γ),S
2(n−1) U) et F0(γ) = coker(f0) un fibre´ vectoriel
quotient de S2(n−1) U correspondant au morphisme f0. Soit Y ⊆ QuotS2(n−1) U/Pn un composant
irre´ductible de QuotS2(n−1) U/Pn tel que f0 ∈ Y . Soient x ∈ Kur(Q) correspondant au fibre´ Q
et z0 ∈ Kur(F0) correspondant au fibre´ F0.
(Y, f0)
Ψ //
Φ

(KurQ, x)
(KurF0, z0)
D’apre`s le the´ore`me 4.6, pour le morphisme Ψ, on a
dimf0(Y ) = dimx(Kur(Q)) + dimf0(Ψ
−1(x))
et dimx(Kur(Q)) = h
1(End(Q)). La dimension de la fibre du morphisme Ψ est e´gale a`
h0(Q∗(γ)⊗ S2(n−1) U)− h0(End(Q)), donc on obtient
dimf0(Y ) = h
1(End(Q)) + h0(Q∗(γ)⊗ S2(n−1) U)− h0(End(Q)).
Pour le morphisme Φ, d’apre`s le the´ore`me 3.12 page 137 et le the´ore`me 2.2 page 126 [25], on
obtient
h1(End(F0)) ≥ dimz0(Kur(F0)) ≥ dimf0(Y )− dimf0(Φ
−1(z0)).
Soit
Z = {f1 ∈ Y | F1 ≃ F0 ou` F1 est le fibre´ correspondant a` f1 }.
On obtient que
(Φ−1(z0), f0) ⊆ (Z, f0) et dimf0((Φ
−1(z0), f0)) ≤ dimf0((Z, f0)).
On en de´duit
dimz0(Kur(F0)) ≥ dimf0(Y )− dimf0((Z, f0)).
Soit Σ = {σ ∈ End(S2(n−1) U)| σ.f0 = f0}. D’apre`s les lemmes 4.7 et 4.8, il en de´coule que
dimf0(Z) = h
0(End(S2(n−1) U))− dimf0(Σ)− h
0(End(Q)).
En conside´rant la suite exacte suivante de fibre´s vectoriels
0 −→ F∗0 (−γ)⊗ S
2(n−1) U −→ End(S2(n−1) U) −→ Q∗(γ)⊗ S2(n−1) U −→ 0,
on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques
0 −→ H0(F∗0 (−γ)⊗ S
2(n−1) U) −→ End(S2(n−1) U)
•◦f0
−→ H0(Q∗(γ)⊗ S2(n−1) U)
qui nous donne dimf0(Σ) = h
0(F∗0 (−γ)⊗ S
2(n−1) U). Donc on obtient que
dimz0(Kur(F0)) ≥ h
1(End(Q)) + h0(Q∗(γ)⊗ S2(n−1) U)
−h0(End(S2(n−1) U)) + h0(F∗0 (−γ)⊗ S
2(n−1) U).
De la suite exacte pre´ce´dente de fibre´s vectoriels, il s’ensuit que
dimz0(Kur(F0)) ≥ h
1(End(Q)) + h1(F∗0 (−γ)⊗ S
2(n−1) U).
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En conside´rant la suite exacte suivante de fibre´s vectoriels
0 −→ F∗0 (−2γ)⊗Q −→ Q(−γ)⊗ (S
2(n−1) U)∗ −→ End(Q) −→ 0
et comme on a H1(Q(−γ)⊗ (S2(n−1) U)∗) = H2(Q(−γ)⊗ (S2(n−1) U)∗) = 0, alors
H1(End(Q)) = H2(F∗0 (−2γ)⊗Q).
En conside´rant la suite exacte suivante de fibre´s vectoriels
0 −→ F∗0 (−2γ)⊗Q −→ F
∗
0 (−γ)⊗ S
2(n−1) U −→ End(F0) −→ 0,
on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques
. . . −→ H1(F∗0 (−γ)⊗ S
2(n−1) U) −→ H1(End(F0)) −→ H
1(End(Q)) −→ . . .
qui nous donne h1(End(F0)) ≤ h
1(End(Q)) + h1(F∗0 (−γ)⊗ S
2(n−1) U). Alors il en re´sulte que
dimz0(Kur(F0)) = h
1(End(F0)) et que Kur(F0) est lisse en z0. De plus on obtient
dimz0(Kur(F0)) = dimf0(Y )− dimf0(Φ
−1(z0)).
D’apre`s le the´ore`me de la semi-continuite´ des fibres (12.8, page 288 [9]), on en de´duit que
dimz0(Im(Φ)) = dimz0(Kur(F0)) et que Φ est surjectif. Cela implique que F0 est invariant par
rapport a` une de´formation miniversale.

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